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 {
  leggere il testo di  insieme;
  , { Provare a svolgere  singolarmente } );
  {
     presenta brevemente la  che ha trovato;
  }
  contestualizzazione di , soluzione da            e discussione;
}
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7. Dynamic Programming
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Esercizio 7.1.1

Capitolo 7: Programmazione 

Dinamica

Esercizio 7.1

Un distributore di bibite contiene al suo interno  n monete i cui valori sono rispettivamente  c[1],  c[2], …, 
c[n]. Tutti i valori sono interi positivi; è possibile che più monete presenti nel distributore abbiano lo stesso 
valore. Si consideri il problema di decidere se è possibile erogare, in qualsiasi modo, un resto esattamente 

uguale a R utilizzando un opportuno sottoinsieme delle n monete a disposizione; R è un intero positivo. 
1. Descrivere un algoritmo efficiente per decidere se il problema ammette una soluzione oppure no.
2. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo descritto al punto 1, motivando la risposta 
3. Modificare l'algoritmo di cui al punto 1 per determinare anche quali sono le monete da erogare per 

produrre il resto R. Si noti che non è necessario erogare il resto con il numero minimo di monete: è 
sufficiente erogarlo in modo qualsiasi.

Soluzione. In assenza di ulteriori informazioni sui valori delle monete a disposizione, gli algoritmi greedy 
non necessariamente sono in grado di individuare una soluzione; di conseguenza l'unica possibilità è di usare 
la programmazione dinamica. Il problema proposto si può ricondurre al subset-sum problem.. 
Definiamo la matrice booleana M[1..n, 0..R] tale che M[i, r] = true se e solo se esiste un sottoinsieme delle 
prime i monete di valore complessivo uguale a r.
Iniziamo innanzitutto a definire i casi base. Se i=1 possiamo solo scegliere se usare la prima moneta oppure 
no. Quindi possiamo erogare solamente un resto pari a zero (non usando la moneta) oppure pari al valore  
della moneta, c[1]. Quindi per ogni r=0, …, R abbiamo:

M [1, r ]={ true se r=0 oppure r=c [1]
false altrimenti

Nel caso generale, avendo i > 1 monete a disposizione per erogare un resto r ci sono due possibilità:
1. Se  r ≥ c[i] allora possiamo decidere di usare o meno la  i-esima moneta. Se la usiamo, possiamo 

erogare il resto r se e solo se possiamo erogare r – c[i] usando un sottoinsieme delle rimanenti i-1 
monete,  cioè se  M[i-1,  r-c[i]]  è  true.  Se decidiamo di  non usare la moneta  i-esima,  il  resto  r  è 
erogabile se e solo se r è erogabile usando un sottoinsieme delle restanti i-1 monete, ossia se M[i-1, 
r] è true.

2. Se  r < c[i], non possiamo usare la moneta i-esima perché il suo valore è superiore alla somma da 
erogare. Quindi il resto è erogabile se e solo se lo è utilizzando le rimanenti i-1 monete. 

Quindi possiamo definire M[i, r], per i=2, …, n, r=0, …, R come:

M [ i ,r ]={M [ i−1, r ]∨M [ i−1,r−c [i ]] se r≥c [i ]
M [i−1, r ] altrimenti

Il  nostro problema di  partenza (decidere se possiamo erogare il  resto  R usando un sottoinsieme delle  n 

monete) ammette soluzione se e solo se M[n,  R] = true. Il calcolo di tutti gli elementi della matrice M[i,  r] 
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Esercizio 7.1.2

Capitolo 7: Programmazione 

Dinamica

Esercizio 7.1

Un distributore di bibite contiene al suo interno  n monete i cui valori sono rispettivamente  c[1],  c[2], …, 
c[n]. Tutti i valori sono interi positivi; è possibile che più monete presenti nel distributore abbiano lo stesso 
valore. Si consideri il problema di decidere se è possibile erogare, in qualsiasi modo, un resto esattamente 

uguale a R utilizzando un opportuno sottoinsieme delle n monete a disposizione; R è un intero positivo. 
1. Descrivere un algoritmo efficiente per decidere se il problema ammette una soluzione oppure no.
2. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo descritto al punto 1, motivando la risposta 
3. Modificare l'algoritmo di cui al punto 1 per determinare anche quali sono le monete da erogare per 

produrre il resto R. Si noti che non è necessario erogare il resto con il numero minimo di monete: è 
sufficiente erogarlo in modo qualsiasi.

Soluzione. In assenza di ulteriori informazioni sui valori delle monete a disposizione, gli algoritmi greedy 
non necessariamente sono in grado di individuare una soluzione; di conseguenza l'unica possibilità è di usare 
la programmazione dinamica. Il problema proposto si può ricondurre al subset-sum problem.. 
Definiamo la matrice booleana M[1..n, 0..R] tale che M[i, r] = true se e solo se esiste un sottoinsieme delle 
prime i monete di valore complessivo uguale a r.
Iniziamo innanzitutto a definire i casi base. Se i=1 possiamo solo scegliere se usare la prima moneta oppure 
no. Quindi possiamo erogare solamente un resto pari a zero (non usando la moneta) oppure pari al valore  
della moneta, c[1]. Quindi per ogni r=0, …, R abbiamo:

M [1, r ]={ true se r=0 oppure r=c [1]
false altrimenti

Nel caso generale, avendo i > 1 monete a disposizione per erogare un resto r ci sono due possibilità:
1. Se  r ≥ c[i] allora possiamo decidere di usare o meno la  i-esima moneta. Se la usiamo, possiamo 

erogare il resto r se e solo se possiamo erogare r – c[i] usando un sottoinsieme delle rimanenti i-1 
monete,  cioè se  M[i-1,  r-c[i]]  è  true.  Se decidiamo di  non usare la moneta  i-esima,  il  resto  r  è 
erogabile se e solo se r è erogabile usando un sottoinsieme delle restanti i-1 monete, ossia se M[i-1, 
r] è true.

2. Se  r < c[i], non possiamo usare la moneta i-esima perché il suo valore è superiore alla somma da 
erogare. Quindi il resto è erogabile se e solo se lo è utilizzando le rimanenti i-1 monete. 

Quindi possiamo definire M[i, r], per i=2, …, n, r=0, …, R come:

M [ i ,r ]={M [ i−1, r ]∨M [ i−1,r−c [i ]] se r≥c [i ]
M [i−1, r ] altrimenti

Il  nostro problema di  partenza (decidere se possiamo erogare il  resto  R usando un sottoinsieme delle  n 

monete) ammette soluzione se e solo se M[n,  R] = true. Il calcolo di tutti gli elementi della matrice M[i,  r] 

Capitolo 7: Programmazione 

Dinamica

Esercizio 7.1

Un distributore di bibite contiene al suo interno  n monete i cui valori sono rispettivamente  c[1],  c[2], …, 
c[n]. Tutti i valori sono interi positivi; è possibile che più monete presenti nel distributore abbiano lo stesso 
valore. Si consideri il problema di decidere se è possibile erogare, in qualsiasi modo, un resto esattamente 

uguale a R utilizzando un opportuno sottoinsieme delle n monete a disposizione; R è un intero positivo. 
1. Descrivere un algoritmo efficiente per decidere se il problema ammette una soluzione oppure no.
2. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo descritto al punto 1, motivando la risposta 
3. Modificare l'algoritmo di cui al punto 1 per determinare anche quali sono le monete da erogare per 

produrre il resto R. Si noti che non è necessario erogare il resto con il numero minimo di monete: è 
sufficiente erogarlo in modo qualsiasi.

Soluzione. In assenza di ulteriori informazioni sui valori delle monete a disposizione, gli algoritmi greedy 
non necessariamente sono in grado di individuare una soluzione; di conseguenza l'unica possibilità è di usare 
la programmazione dinamica. Il problema proposto si può ricondurre al subset-sum problem.. 
Definiamo la matrice booleana M[1..n, 0..R] tale che M[i, r] = true se e solo se esiste un sottoinsieme delle 
prime i monete di valore complessivo uguale a r.
Iniziamo innanzitutto a definire i casi base. Se i=1 possiamo solo scegliere se usare la prima moneta oppure 
no. Quindi possiamo erogare solamente un resto pari a zero (non usando la moneta) oppure pari al valore  
della moneta, c[1]. Quindi per ogni r=0, …, R abbiamo:

M [1, r ]={ true se r=0 oppure r=c [1]
false altrimenti

Nel caso generale, avendo i > 1 monete a disposizione per erogare un resto r ci sono due possibilità:
1. Se  r ≥ c[i] allora possiamo decidere di usare o meno la  i-esima moneta. Se la usiamo, possiamo 

erogare il resto r se e solo se possiamo erogare r – c[i] usando un sottoinsieme delle rimanenti i-1 
monete,  cioè se  M[i-1,  r-c[i]]  è  true.  Se decidiamo di  non usare la moneta  i-esima,  il  resto  r  è 
erogabile se e solo se r è erogabile usando un sottoinsieme delle restanti i-1 monete, ossia se M[i-1, 
r] è true.

2. Se  r < c[i], non possiamo usare la moneta i-esima perché il suo valore è superiore alla somma da 
erogare. Quindi il resto è erogabile se e solo se lo è utilizzando le rimanenti i-1 monete. 

Quindi possiamo definire M[i, r], per i=2, …, n, r=0, …, R come:

M [ i ,r ]={M [ i−1, r ]∨M [ i−1,r−c [i ]] se r≥c [i ]
M [i−1, r ] altrimenti

Il  nostro problema di  partenza (decidere se possiamo erogare il  resto  R usando un sottoinsieme delle  n 

monete) ammette soluzione se e solo se M[n,  R] = true. Il calcolo di tutti gli elementi della matrice M[i,  r] 
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Esercizio 7.1.3

Capitolo 7: Programmazione 

Dinamica

Esercizio 7.1

Un distributore di bibite contiene al suo interno  n monete i cui valori sono rispettivamente  c[1],  c[2], …, 
c[n]. Tutti i valori sono interi positivi; è possibile che più monete presenti nel distributore abbiano lo stesso 
valore. Si consideri il problema di decidere se è possibile erogare, in qualsiasi modo, un resto esattamente 

uguale a R utilizzando un opportuno sottoinsieme delle n monete a disposizione; R è un intero positivo. 
1. Descrivere un algoritmo efficiente per decidere se il problema ammette una soluzione oppure no.
2. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo descritto al punto 1, motivando la risposta 
3. Modificare l'algoritmo di cui al punto 1 per determinare anche quali sono le monete da erogare per 

produrre il resto R. Si noti che non è necessario erogare il resto con il numero minimo di monete: è 
sufficiente erogarlo in modo qualsiasi.

Soluzione. In assenza di ulteriori informazioni sui valori delle monete a disposizione, gli algoritmi greedy 
non necessariamente sono in grado di individuare una soluzione; di conseguenza l'unica possibilità è di usare 
la programmazione dinamica. Il problema proposto si può ricondurre al subset-sum problem.. 
Definiamo la matrice booleana M[1..n, 0..R] tale che M[i, r] = true se e solo se esiste un sottoinsieme delle 
prime i monete di valore complessivo uguale a r.
Iniziamo innanzitutto a definire i casi base. Se i=1 possiamo solo scegliere se usare la prima moneta oppure 
no. Quindi possiamo erogare solamente un resto pari a zero (non usando la moneta) oppure pari al valore  
della moneta, c[1]. Quindi per ogni r=0, …, R abbiamo:

M [1, r ]={ true se r=0 oppure r=c [1]
false altrimenti

Nel caso generale, avendo i > 1 monete a disposizione per erogare un resto r ci sono due possibilità:
1. Se  r ≥ c[i] allora possiamo decidere di usare o meno la  i-esima moneta. Se la usiamo, possiamo 

erogare il resto r se e solo se possiamo erogare r – c[i] usando un sottoinsieme delle rimanenti i-1 
monete,  cioè se  M[i-1,  r-c[i]]  è  true.  Se decidiamo di  non usare la moneta  i-esima,  il  resto  r  è 
erogabile se e solo se r è erogabile usando un sottoinsieme delle restanti i-1 monete, ossia se M[i-1, 
r] è true.

2. Se  r < c[i], non possiamo usare la moneta i-esima perché il suo valore è superiore alla somma da 
erogare. Quindi il resto è erogabile se e solo se lo è utilizzando le rimanenti i-1 monete. 

Quindi possiamo definire M[i, r], per i=2, …, n, r=0, …, R come:

M [ i ,r ]={M [ i−1, r ]∨M [ i−1,r−c [i ]] se r≥c [i ]
M [i−1, r ] altrimenti

Il  nostro problema di  partenza (decidere se possiamo erogare il  resto  R usando un sottoinsieme delle  n 

monete) ammette soluzione se e solo se M[n,  R] = true. Il calcolo di tutti gli elementi della matrice M[i,  r] 

Capitolo 7: Programmazione 

Dinamica

Esercizio 7.1

Un distributore di bibite contiene al suo interno  n monete i cui valori sono rispettivamente  c[1],  c[2], …, 
c[n]. Tutti i valori sono interi positivi; è possibile che più monete presenti nel distributore abbiano lo stesso 
valore. Si consideri il problema di decidere se è possibile erogare, in qualsiasi modo, un resto esattamente 

uguale a R utilizzando un opportuno sottoinsieme delle n monete a disposizione; R è un intero positivo. 
1. Descrivere un algoritmo efficiente per decidere se il problema ammette una soluzione oppure no.
2. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo descritto al punto 1, motivando la risposta 
3. Modificare l'algoritmo di cui al punto 1 per determinare anche quali sono le monete da erogare per 

produrre il resto R. Si noti che non è necessario erogare il resto con il numero minimo di monete: è 
sufficiente erogarlo in modo qualsiasi.

Soluzione. In assenza di ulteriori informazioni sui valori delle monete a disposizione, gli algoritmi greedy 
non necessariamente sono in grado di individuare una soluzione; di conseguenza l'unica possibilità è di usare 
la programmazione dinamica. Il problema proposto si può ricondurre al subset-sum problem.. 
Definiamo la matrice booleana M[1..n, 0..R] tale che M[i, r] = true se e solo se esiste un sottoinsieme delle 
prime i monete di valore complessivo uguale a r.
Iniziamo innanzitutto a definire i casi base. Se i=1 possiamo solo scegliere se usare la prima moneta oppure 
no. Quindi possiamo erogare solamente un resto pari a zero (non usando la moneta) oppure pari al valore  
della moneta, c[1]. Quindi per ogni r=0, …, R abbiamo:

M [1, r ]={ true se r=0 oppure r=c [1]
false altrimenti

Nel caso generale, avendo i > 1 monete a disposizione per erogare un resto r ci sono due possibilità:
1. Se  r ≥ c[i] allora possiamo decidere di usare o meno la  i-esima moneta. Se la usiamo, possiamo 

erogare il resto r se e solo se possiamo erogare r – c[i] usando un sottoinsieme delle rimanenti i-1 
monete,  cioè se  M[i-1,  r-c[i]]  è  true.  Se decidiamo di  non usare la moneta  i-esima,  il  resto  r  è 
erogabile se e solo se r è erogabile usando un sottoinsieme delle restanti i-1 monete, ossia se M[i-1, 
r] è true.

2. Se  r < c[i], non possiamo usare la moneta i-esima perché il suo valore è superiore alla somma da 
erogare. Quindi il resto è erogabile se e solo se lo è utilizzando le rimanenti i-1 monete. 

Quindi possiamo definire M[i, r], per i=2, …, n, r=0, …, R come:

M [ i ,r ]={M [ i−1, r ]∨M [ i−1,r−c [i ]] se r≥c [i ]
M [i−1, r ] altrimenti

Il  nostro problema di  partenza (decidere se possiamo erogare il  resto  R usando un sottoinsieme delle  n 

monete) ammette soluzione se e solo se M[n,  R] = true. Il calcolo di tutti gli elementi della matrice M[i,  r] 
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Esercizio 7.2.1

83

if ( M[n, R] == true ) then
int i := n;
int r := R;
while ( r > 0 ) do

if ( U[i, r] == true )  then
print “uso la moneta” i;
r := r - c[i];

endif
i := i - 1;

endwhile
else

print “nessuna soluzione”;
endif
return M[n, R];

Esercizio 7.2

Supponiamo di  avere  n file  aventi  rispettivamente dimensione  F[1],  F[2],  …,  F[n];  le  dimensioni  sono 
numeri  interi  strettamente positivi  e sono espresse in MB. Disponiamo di  un CD-ROM avente capacità 
650MB; sfortunatamente, il CD-ROM potrebbe non essere sufficientemente capiente per memorizzare tutti  
gli n file. 

1. Scrivere  un  algoritmo  efficiente  per  determinare  il  numero  massimo  di  file che  è  possibile 
memorizzare sul CD-ROM senza eccederne la capacità. Non è richiesto che l'algoritmo stampi anche 
quali file memorizzare.

2. Analizzare il costo computazionale dell'algoritmo proposto.

Soluzione. Questo problema si puo' risolvere sia utilizzando la programmazione dinamica, che mediante una 
tecnica greedy. 
Volendo utilizzare la programmazione dinamica, definiamo la matrice di interi M[1..n, 0..650] tale che M[i, j] 
rappresenta il massimo numero di file, scelti tra {1, …, i}, che è possibile copiare su un supporto di capacità 
j MB. Per ogni j=0, …, 650 possiamo porre:

M [1, j ]={1 se j≥F [1]
0 altrimenti

In generale, l'elemento M[i, j], per i = 2, … n, j=0, …, 650 può essere calcolato come:

M [ i , j ]={max (M [ i−1, j ] , M [i−1, j−F [i ]]+1) se j≥F [i ]
M [i−1, j ] altrimenti

In altre parole: se la dimensione  F[i] del file  i-esimo supera la capacità  j, il file non può essere copiato e 
quindi M[i, j] := M[i-1, j]. Invece, se F[i] è minore o uguale alla capacità j, occorre scegliere se copiare il file 
oppure no. Se decidiamo di non copiarlo, il numero di file sarà M[i-1, j]. Se decidiamo di copiarlo, il numero 
di file sarà 1+M[i-1, j-F[i]]. La scelta corretta è quella che massimizza il numero di file sul supporto.
L'algoritmo può essere descritto con lo pseudocodice seguente:

algorithm MAXNUMFILEDINAMICA( array F[1..n] di int ) → int
array M[1..n, 0..650] di int;
// inizializza M[1, j]
for j := 0 to 650 do

if ( j ≥ F[1] ) then
M[1, j] := 1;

else
M[1, j] := 0;

endif
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Esercizio 7.2.2

83

if ( M[n, R] == true ) then
int i := n;
int r := R;
while ( r > 0 ) do

if ( U[i, r] == true )  then
print “uso la moneta” i;
r := r - c[i];

endif
i := i - 1;

endwhile
else

print “nessuna soluzione”;
endif
return M[n, R];

Esercizio 7.2

Supponiamo di  avere  n file  aventi  rispettivamente dimensione  F[1],  F[2],  …,  F[n];  le  dimensioni  sono 
numeri  interi  strettamente positivi  e sono espresse in MB. Disponiamo di  un CD-ROM avente capacità 
650MB; sfortunatamente, il CD-ROM potrebbe non essere sufficientemente capiente per memorizzare tutti  
gli n file. 

1. Scrivere  un  algoritmo  efficiente  per  determinare  il  numero  massimo  di  file che  è  possibile 
memorizzare sul CD-ROM senza eccederne la capacità. Non è richiesto che l'algoritmo stampi anche 
quali file memorizzare.

2. Analizzare il costo computazionale dell'algoritmo proposto.

Soluzione. Questo problema si puo' risolvere sia utilizzando la programmazione dinamica, che mediante una 
tecnica greedy. 
Volendo utilizzare la programmazione dinamica, definiamo la matrice di interi M[1..n, 0..650] tale che M[i, j] 
rappresenta il massimo numero di file, scelti tra {1, …, i}, che è possibile copiare su un supporto di capacità 
j MB. Per ogni j=0, …, 650 possiamo porre:

M [1, j ]={1 se j≥F [1]
0 altrimenti

In generale, l'elemento M[i, j], per i = 2, … n, j=0, …, 650 può essere calcolato come:

M [ i , j ]={max (M [ i−1, j ] , M [i−1, j−F [i ]]+1) se j≥F [i ]
M [i−1, j ] altrimenti

In altre parole: se la dimensione  F[i] del file  i-esimo supera la capacità  j, il file non può essere copiato e 
quindi M[i, j] := M[i-1, j]. Invece, se F[i] è minore o uguale alla capacità j, occorre scegliere se copiare il file 
oppure no. Se decidiamo di non copiarlo, il numero di file sarà M[i-1, j]. Se decidiamo di copiarlo, il numero 
di file sarà 1+M[i-1, j-F[i]]. La scelta corretta è quella che massimizza il numero di file sul supporto.
L'algoritmo può essere descritto con lo pseudocodice seguente:

algorithm MAXNUMFILEDINAMICA( array F[1..n] di int ) → int
array M[1..n, 0..650] di int;
// inizializza M[1, j]
for j := 0 to 650 do

if ( j ≥ F[1] ) then
M[1, j] := 1;

else
M[1, j] := 0;

endif

83

if ( M[n, R] == true ) then
int i := n;
int r := R;
while ( r > 0 ) do

if ( U[i, r] == true )  then
print “uso la moneta” i;
r := r - c[i];

endif
i := i - 1;

endwhile
else

print “nessuna soluzione”;
endif
return M[n, R];

Esercizio 7.2

Supponiamo di  avere  n file  aventi  rispettivamente dimensione  F[1],  F[2],  …,  F[n];  le  dimensioni  sono 
numeri  interi  strettamente positivi  e sono espresse in MB. Disponiamo di  un CD-ROM avente capacità 
650MB; sfortunatamente, il CD-ROM potrebbe non essere sufficientemente capiente per memorizzare tutti  
gli n file. 

1. Scrivere  un  algoritmo  efficiente  per  determinare  il  numero  massimo  di  file che  è  possibile 
memorizzare sul CD-ROM senza eccederne la capacità. Non è richiesto che l'algoritmo stampi anche 
quali file memorizzare.

2. Analizzare il costo computazionale dell'algoritmo proposto.

Soluzione. Questo problema si puo' risolvere sia utilizzando la programmazione dinamica, che mediante una 
tecnica greedy. 
Volendo utilizzare la programmazione dinamica, definiamo la matrice di interi M[1..n, 0..650] tale che M[i, j] 
rappresenta il massimo numero di file, scelti tra {1, …, i}, che è possibile copiare su un supporto di capacità 
j MB. Per ogni j=0, …, 650 possiamo porre:

M [1, j ]={1 se j≥F [1]
0 altrimenti

In generale, l'elemento M[i, j], per i = 2, … n, j=0, …, 650 può essere calcolato come:

M [ i , j ]={max (M [ i−1, j ] , M [i−1, j−F [i ]]+1) se j≥F [i ]
M [i−1, j ] altrimenti

In altre parole: se la dimensione  F[i] del file  i-esimo supera la capacità  j, il file non può essere copiato e 
quindi M[i, j] := M[i-1, j]. Invece, se F[i] è minore o uguale alla capacità j, occorre scegliere se copiare il file 
oppure no. Se decidiamo di non copiarlo, il numero di file sarà M[i-1, j]. Se decidiamo di copiarlo, il numero 
di file sarà 1+M[i-1, j-F[i]]. La scelta corretta è quella che massimizza il numero di file sul supporto.
L'algoritmo può essere descritto con lo pseudocodice seguente:

algorithm MAXNUMFILEDINAMICA( array F[1..n] di int ) → int
array M[1..n, 0..650] di int;
// inizializza M[1, j]
for j := 0 to 650 do

if ( j ≥ F[1] ) then
M[1, j] := 1;

else
M[1, j] := 0;

endif
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10. Grafi — MST & SPT
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Esercizio 10.A
Definire una versione “lazy” dell’algoritmo di Prim per la computazione del minimum spanning 
tree di un grafo che salta l’aggiunta degli archi ineleggibili dalla lista di priorità anziché della 
versione “eager” che li rimuove all’atto dell’aggiunta di nuovi archi.
Analizzare il costo computazionale dell’algoritmo proposto.
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Esercizio 10.B
Definire una versione “lazy” dell’algoritmo di Dijkstra per la computazione del cammino minimo 
(shortest path) in un grafo, adattando l’algoritmo lazy di Prim per la computazione del minimum 
spanning tree di un grafo.
Analizzare il costo computazionale dell’algoritmo proposto.


